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Abstract: Control systems with time delays introduce system stability problems because time delays cause
exponential effects to the system response. Conventional root-locus methods cannot be used directly on systems
with delays due to irrational mathematical forms. This study analyzes the shifting effect of time delay on the
stability of linear control systems by using the first-order Padé approach to enable the application of the root-

locus method. The system model used is a second-order linear system with a transfer function of G(s) = ﬁ,

and is analyzed under conditions without delay and with delays of 0.5, 1, and 1.5 seconds. Simulations were
performed using MATLAB software. The results show that the addition of delay causes a right pole shift of the
imaginary axis, reduces the stability margin of the system, and results in a more oscillative response as well as a
longer time for the system to stabilize. The first-order Padé approach is shown to be effective in facilitating the
visual analysis of stability in time-delayed systems. The findings make a practical contribution in adapting
classical analysis techniques to the needs of modern control systems and can be widely applied in the development
of network-based control systems, industrial automation, and real-time control.
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Abstrak: Sistem kendali yang mengalami keterlambatan waktu sering kali menghadapi masalah kestabilan karena
efek eksponensial yang ditimbulkan pada respons sistem. Metode root-locus konvensional tidak dapat digunakan
langsung pada sistem yang memiliki keterlambatan atau delay karena bentuk matematis yang tidak rasional.
Penelitian ini menganalisis efek pergeseran keterlambatan waktu pada kestabilan sistem kendali linier dengan
menggunakan pendekatan Padé orde-1 untuk memungkinkan penerapan metode root-locus. Model sistem yang

digunakan berupa sistem linier orde dua dengan fungsi alih G(s) = ﬁ, dan dianalisis dalam kondisi tanpa

delay dan dengan delay sebesar 0.5, 1, dan 1.5 detik. Simulasi dilakukan menggunakan perangkat lunak
MATLAB. Hasil menunjukkan bahwa penambahan delay menyebabkan pergeseran pole ke kanan sumbu
imajiner, mengurangi margin kestabilan sistem, dan menghasilkan respon yang lebih osilatif serta waktu sistem
untuk mencapai stabil lebih panjang. Pendekatan Padé orde-1 terbukti efektif dalam memfasilitasi analisis visual
kestabilan pada sistem tertunda waktu. Temuan ini memberikan kontribusi praktis dalam mengadaptasi teknik
analisis Klasik untuk kebutuhan sistem kendali modern dan dapat diterapkan secara luas dalam pengembangan
sistem kendali berbasis jaringan, otomasi industri, dan kontrol real-time.

Kata kunci: Aproksimasi Padé; MATLAB; Root-Locus; Sistem Kendali; Waktu Tunda.

1. PENDAHULUAN

Pada masa ini, sistem kendali memiliki peran yang sangat penting dalam memastikan
performa dan keandalan berbagai aplikasi. Sistem kendali banyak digunakan dalam aplikasi
otomasi industri, robotika, hingga sistem komunikasi. Sistem kendali digunakan untuk
mengubah atau mengontrol keluaran (output) dari suatu sistem. Maka dari itu, kestabilan
sistemnya menjadi syarat yang harus dipenuhi. Namun, dalam implementasinya, banyak sistem
kendali yang mengandung elemen time delay (waktu tunda) akibat proses transmisi sinyal,
pemrosesan data digital, atau jarak geografis antar komponen sistem [1]. Keberadaan delay ini

bukan hanya mengurangi performa, akan tetapi juga dapat menimbulkan osilasi, bahkan
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ketidakstabilan sistem secara keseluruhan, meskipun pada kondisi standar sistem tersebut stabil
[2]. Karena delay, sistem jadi makin kompleks dan dianggap infinite-dimensional. Hal ini
membuat penerapan metode konvensional menjadi sulit.. Oleh karena itu, atensi telah diberikan
terhadap karakterisasi kestabilan sistem dengan time delay, baik melalui pendekatan frekuensi
maupun domain waktu [3].

Meskipun metode root-locus telah terbukti sebagai alat analisis yang intuitif dan luas
digunakan dalam perancangan sistem kendali linier, pendekatan ini secara inheren terbatas
pada sistem finite-dimensional. Ketika time delay muncul, model sistem menjadi infinite-
dimensional karena adanya elemen eksponensial e=sT dalam fungsi alih, sehingga mengubah
karakteristik sistem menjadi melebihi batas. Akibatnya, root-locus konvensional tidak dapat
langsung diaplikasikan tanpa melakukan aproksimasi atau transformasi terlebih dahulu [4].
Fungsi rlocus() yang ada pada perangkat lunak MATLAB pun tidak mampu menangani delay
secara eksplisit, memaksa untuk menggunakan metode numerik khusus atau pendekatan
alternatif untuk menghasilkan root-locus yang valid [5]. Selain itu, keakuratan pendekatan ini
sangat tergantung pada bentuk dan orde aproksimasi yang digunakan, yang jika tidak dipilih
dengan hati-hati dapat menghasilkan kesalahan signifikan dalam prediksi kestabilan [6].

Penelitian ini bertujuan untuk mengembangkan pendekatan sistematis dalam
menganalisis kestabilan sistem kendali yang mengandung time delay melalui integrasi metode
root-locus dengan pendekatan Padé Approximation (pendekatan Padé). Mengingat bahwa
representasi eksponensial dari delay menyebabkan kesulitan dalam analisis sistem linier klasik,
Padé approximation dipilih sebagai solusi rasional yang memungkinkan representasi delay
dalam bentuk pecahan polinomial, sehingga dapat dianalisis dalam kerangka root-locus.
Penelitian ini akan mengevaluasi secara kuantitatif pengaruh orde Padé Approximation
terhadap ketepatan lokasi pole dan margin kestabilan, serta mengidentifikasi keterbatasan dan
potensi trade-off antara akurasi model dan kompleksitas komputasi. Di samping itu, metode ini
juga akan diuji menggunakan perangkat lunak MATLAB untuk menunjukkan efektivitasnya

dalam memvisualisasi pergeseran pole akibat delay secara intuitif dan grafis.

2. TINJAUAN LITERATUR
Sistem Kendali

Sistem kendali merupakan sistem yang dirancang untuk mengatur, mengarahkan, atau
mempertahankan keluaran suatu sistem agar sesuai dengan nilai yang diinginkan melalui aksi
kontrol terhadap masukan (output). Umumnya, sistem kendali diklasifikasikan menjadi dua

jenis utama, yaitu open-loop dan closed-loop. Sistem open-loop mengatur keluaran tanpa
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mempertimbangkan kondisi aktual sistem, sementara sistem closed-loop- memanfaatkan
umpan balik (feedback) untuk menyesuaikan aksi kontrol agar mendekati keluaran target .

Sistem kendali open-loop secara matematis memiliki rumus :

C(s) = G(s) X R(s) (1)
Dimana:
C(s) = Representasi Laplace dari keluaran sistem.
G(s) = Fungsi transfer dari proses atau plant. Ini menggambarkan hubungan dinamis antara
masukan ke proses dan keluaran dari proses.

R(s) = Representasi Laplace dari masukan referensi.

R(s) G(s) C(s)
Input Output

Plant

Gambar 1. Block diagram open-loop
Sedangkan sistem closed-loop memiliki rumus (2):

_ Cs) _ G(s) >
T(s) = R(s)  1+G(s)H(s) @
Dimana:
o T(s) = % merupakan fungsi transfer keseluruhan sistem, yang menggambarkan

bagaimana keluaran merespons masukan.

e G(s) merupakan fungsi transfer jalur maju (forward path), yang mencakup kontroler dan
plant.

e H(s) merupakan fungsi transfer jalur umpan balik (feedback path), yang menggambarkan

bagaimana keluaran diukur dan di umpan balik.

Forward Path

R(s)
Input

Y

G1(s) G2(s) S >

Controller Plant
Feadback

A

H(s)

Feedback Path

Gambar 2. Block Diagram closed-loop.
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Dalam sistem closed-loop, informasi keluaran diukur dan dibandingkan dengan
referensi, kemudian digunakan oleh kontroler untuk memodulasi masukan sehingga kestabilan
dan performanya dapat terjaga .

Komponen utama dalam sistem kendali meliputi elemen referensi, sensor, aktuator,
plant, dan kontroler, yang bersama-sama membentuk control loop. Seiring dengan
perkembangan teknologi, sistem kendali modern juga mencakup pendekatan lanjutan seperti
kendali prediktif, kendali fuzzy, dan sistem kendali multivariabel yang mampu menangani
sistem kendali tak linear dan gangguan eksternal secara lebih adaptif. Peran dari kestabilan
sistem kendali sangatlah penting, karena ketidakstabilan sistem dapat menyebabkan osilasi tak
terkontrol atau bahkan kegagalan sistem secara total, khususnya pada sistem yang beroperasi
secara real-time dan safety-critical.

Delay Waktu

Dalam sistem kendali, time delay atau keterlambatan waktu adalah fenomena dimana
terjadi penundaan antara sinyal kontrol kepada semua perubahan yang dapat diamati di variabel
proses [13]. Secara matematis, delay ini sering dimodelkan sebagai elemen eksponensial dalam
domain laplace, yaitu e=ST, yang menjadikan sistem bersifat transendental (melampaui batas)
dan infinite-dimensional [14]. Keberadaan delay dapat menyebabkan penurunan performa
dalam sistem kendali dikarenakan adanya osilasi yang tak diinginkan, dan dapat terjadi
instabilitas total apabila tidak dikelola dan ditangani secara tepat [15].

Penambahan keterlambatan waktu dapat menggeser lokasi pole ke kanan sumbu
imajiner pada domain laplace, yang berarti sistem menjadi tidak stabil. Karakteristik kestabilan
sistem dengan delay sangat bergantung kepada besar dan jenis-jenis delay, yaitu delay tetap,
delay berubah-ubah, dan delay terdistribusi [16]. Maka dari itu, analisis dan kompensasi delay
menjadi fokus penting dalam pengembangan sistem kendali modern, terutama pada sistem
kendali berbasis jaringan (networked control systems) yang rentan terhadap latensi komunikasi.
Root-Locus

Root-locus adalah metode yang digunakan untuk menganalisis dan mendesain sistem
kendali. Teknik ini dikembangkan oleh W.R. Evans [17] dan sejak saat itu menjadi alat penting
dalam merancang kontroler karena dapat memvisualisasikan efek perubahan parameter
terhadap kestabilan dan performa sistem secara langsung di bidang kompleks (s-plane). Metode
root-locus memungkinkan untuk mengevaluasi karakteristik kestabilan, respons transien, dan
sensitivitas terhadap variasi parameter dengan cara yang intuitif [18]. Secara matematis, root-

locus memiliki persamaan yakni (3),(4),(5):
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1+ G(s)H(s) = 0 3
Persamaan ini merupakan kondisi karakteristik sistem tertutup, di mana G(s) adalah
fungsi sistem alih terbuka dan H(s) adalah fungsi alih dari jalur umpan balik. Persamaan ini

dapat diubah menjadi:

G(s)H(s) = -1 Q)
Artinya, untuk setiap nilai s yang membuat G(s)H(s) = —1, sistem berada pada batas

kestabilan. Selanjutnya, jika G(s)H(s) dinyatakan dalam bentuk umum:

_ ity -z ©)
CEOHE) =K =)

Dimana:

e K adalah penguatan sistem (gain).

e z; adalah nol (zero) dari sistem.

e p; adalah kutub (pole) dari sistem terbuka.

Root-locus dibangun dengan memplot semua nilai s yang memenuhi kondisi di atas
untuk berbagai nilai K mulai dari 0 hingga tak hingga (). Jalur pergerakan kutub inilah yang
dikenal sebagai "lokus akar" atau root-locus. Metode ini juga banyak digunakan dalam desain
kompensator, seperti lead dan lag compensator, untuk mencapai spesifikasi performa yang
diinginkan baik di domain waktu maupun frekuensi. Kompensator berbasis root locus mampu
memenuhi lebih dari satu spesifikasi sistem secara simultan, seperti waktu stabil dan error
keadaan stabil [19].

Padé Approximation

Padé approximation merupakan metode aproksimasi atau pendekatan rasional yang
digunakan dalam sistem kendali untuk merepresentasikan ekspresi eksponensial akibat time
delay ( e™s%) yang berbentuk pecahan polinomial. Metode pendekatan ini memungkinkan
transformasi sistem infinite-dimensional menjadi finite-dimensional, sehingga memungkinkan
aplikasi metode analisis Kklasik seperti root-locus, bode plot, dan routh-hurwitz [7].
Dibandingkan dengan metode pendekatan taylor atau metode deret lainnya, Padé
approximation memiliki keunggulan dalam akurasi numerik karena memberikan representasi
yang jauh lebih baik terhadap sifat frekuensi tinggi dari delay [20]. Bahkan pada sistem dengan
komponen fraksional orde atau sistem FOTD (First-Order Plus Time Delay), Padé
approximation terbukti mempercepat respons kinerja sistem dan mengurangi osilasi pada

simulasi kontrol tertutup .
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Untuk penelitian ini, digunakan Padé approximation orde-1, yang dirumuskan sebagai

(6):
et~ —% (6)

Di mana:
e T adalah nilai time delay,
e s adalah variabel kompleks dalam domain Laplace.
Pendekatan Padé approximation orde-1 menghasilkan model rasional berdimensi
rendah yang cukup representatif untuk delay kecil hingga sedang, serta tetap efisien secara

komputasi.

3. METODE
Pemodelan Sistem
Sistem kendali yang dianalisis dalam penelitian ini dimodelkan sebagai sistem linier

waktu kontinu dengan fungsi alih orde dua, yang memiliki bentuk umum (6):

K
6 = TraeT 0

Di mana K merupakan gain atau penguatan sistem, dan a, b adalah konstanta waktu
yang merepresentasikan lokasi pole pada sistem terbuka. Fungsi alih ini dipilih karena bersifat
representatif dalam sistem fisik sederhana seperti motor DC atau sistem termal. Model ini
kemudian digunakan sebagai dasar untuk mengevaluasi pengaruh delay terhadap kestabilan
sistem menggunakan metode root-locus.

Aproksimasi Delay dengan Padé

Time delay dalam sistem dikarakterisasi oleh elemen eksponensial e=57, yang tidak
dapat dianalisis menggunakan teknik root-locus konvensional karena bentuknya tidak rasional.
Untuk mengatasi hal ini, digunakan Padé approximation orde pertama (7):

sT
—sT . 1-5

e ~ sT
-7

(8)

Pendekatan ini memungkinkan transformasi ekspresi delay ke bentuk pecahan rasional
sehingga dapat dikombinasikan secara langsung dengan fungsi alih sistem awal. Pemilihan
orde pertama dilakukan untuk menjaga kesederhanaan model dan efisiensi komputasi,

meskipun terdapat trade-off dalam akurasi.
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Simulasi MATLAB

Simulasi dilakukan menggunakan perangkat lunak MATLAB, dengan memanfaatkan
fungsi rlocus() untuk menghasilkan plot root-locus dari sistem dengan dan tanpa delay.
Beberapa nilai delay yang dianalisis mencakup 0's, 0,5, 1's, dan 1,5 s untuk mengamati tren
pergeseran pole. Aproksimasi delay dikalikan secara simbolik dengan fungsi alih asli untuk
membentuk time delay. Setelah itu, dilakukan plotting root-locus untuk masing-masing kondisi
guna mengevaluasi dampak delay terhadap margin kestabilan sistem.
e Menggunakan rlocus() untuk sistem tanpa dan dengan delay:

rlocus(G); % Root locus dasar
Gambar 3. Code Program Root locus.
e Delay:0,05,1,15s:
delay times = [@.5%, 1, 1.5];
Gambar 4. Code Program Delay.

Algoritma

Algoritma 1. Simulasi Root-Locus dengan Delay
MASUKAN: Fungsi alih G(s), nilai delay T
KELUARAN: Grafik Root-Locus dan posisi pole
1: Definisikan G(s) tanpa delay.

2: Aproksimasi delay dengan Padé orde-1.
3: Kalikan G(s) dengan aproksimasi delay.
4: Gunakan fungsi rlocus() untuk membangkitkan diagram root-locus.

5: Evaluasi posisi pole terhadap sumbu imajiner untuk setiap nilai delay.

Diagram Alir (flowchart)

Diagram Alir (flowchart) digunakan untuk menggambarkan langkah-langkah utama
dari pemodelan sistem hingga evaluasi kestabilan melalui metode root-locus dengan integrasi
Padé approximation. Penyusunan flowchart ini bertujuan untuk memudahkan pemahaman

terhadap urutan proses dan logika algoritmik simulasi.
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Gambar 5. Flowchart simulasi

4. HASIL DAN PEMBAHASAN
Hasil Simulasi Sistem Tanpa Delay
Analisis awal dilakukan terhadap sistem kendali linier berorde dua tanpa komponen

delay, dengan fungsi alih (9):
K

G(s)=—— 9
( ) s2+5s+6 ( )

. Root Locus Sistem Tanpa Delay

2 2

s

o

3

&

@

2 0

P

(4]

£ -1

o

@

E

-4 -3 -2 -1
Real Axis (seconds™)
Gambar 6. Hasil simulasi tanpa delay.

Plot root-locus pada Gambar 6 menunjukkan bahwa seluruh pole sistem tertutup
bergerak dari dua pole nyata negatif menuju arah tak hingga seiring peningkatan nilai gain K.
Pergerakan pole tetap berada di sisi kiri sumbu imajiner, yang mengindikasikan bahwa sistem
dalam kondisi tanpa delay secara intrinsik stabil untuk seluruh rentang gain positif. Hasil ini
konsisten dengan teori root-locus klasik yang menyatakan bahwa kestabilan sistem linier
dipertahankan selama seluruh pole sistem tertutup berada pada setengah bidang kiri (LHP) dari
s-domain.

Hasil Simulasi Sistem dengan Delay (Padé Approximation orde-1)
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Penambahan komponen delay dimodelkan dengan menggunakan Padé Approximation
orde-1, dengan delay sebesar 0,5 s, 1 s, dan 1,5 s. Aproksimasi ini memungkinkan ekspresi

e~5T diubah menjadi bentuk rasional, sehingga dapat digabungkan dengan fungsi alih sistem
awal.

Root Locus Sistem dengan Berbagai Delay

: Tanpa Delay
Y ———Delay0.5s
Delay 15
Delay 1.55

Imaginary Axis (seconds“)
L A A o N

-20 -10 0 10
Real Axis (seconds™")

Gambar 7. Hasil simulasi dengan penambahan delay

Hasil plot sistem root-locus pada Gambar 7 menunjukkan bahwa semakin besar nilai
delay, pole sistem tertutup cenderung bergeser mendekati batas kestabilan namun sistem masih
relatif aman. Pada delay 1 s, sistem menunjukkan kondisi marginal dengan pole yang semakin
dekat ke sumbu imajiner. Delay sebesar 1.5 s menyebabkan pole berpindah melewati sumbu
imajiner, yang mengindikasikan kecenderungan sistem menuju ketidakstabilan.
Analisis Step Response

Analisis step response memperkuat temuan root-locus. Pada sistem tanpa delay, respon
sistem cepat mencapai keadaan stabil dengan sedikit atau tanpa overshoot. Sebaliknya, pada
sistem delay, terjadi peningkatan waktu naik, waktu stabil, dan overshoot. Peningkatan nilai
delay menyebabkan respon sistem semakin lambat, kurang presisi, dan cenderung lebih osilatif.
Untuk delay 1.5 s, respon sistem menunjukkan kecenderungan overshoot tinggi dan waktu
stabilisasi yang tidak efisien, menandakan sistem berada pada kondisi tidak stabil, seperti yang
terlihat pada Gambar 8.

Respon Langkah (Step Response) Berbagai Delay

e m = Tanpa Delay | |
7, . — — ~Delay05s

Ampluco
o o o

3

2 4 5
Waktu (detik) (seconds)

Gambar 8. Hasil simulasi step response
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Tabel 1. Pengaruh Delay terhadap Sistem Kendali

. Dampak .
Delay(T) Perpindahan Kutub (Pole) . Efek pada Respon Sistem
Kestabilan
0 Kutub bergerak ke kiri (lebih stabil) Sistem stabil ~ Respon cepat, overshoot rendah
0.5 detik Kutub bergeser ke kanan mendekati  Kestabilan mulai ~ Sedikit penundaan, overshoot
.5 deti
imajiner menurun meningkat
1 detik Kutub semakin ke kanan, dekat Sistem di ambang Waktu respon lebih lama,
eti
sumbu imajiner kestabilan overshoot lebih besar
) ) o Sistem cenderung Respon lambat, overshoot
1.5 detik Kutub melewati sumbu imajiner

tidak stabil tinggi, sulit dikontrol

Keterbatasan Penelitian dan Implikasi Penelitian Selanjutnya

Meskipun hasil yang diperoleh memberikan pengetahuan yang mendalam mengenai
aplikasi root-locus dengan integrasi pendekatan Padé, terdapat keterbatasan yang perlu
diperhatikan. Pertama, model sistem yang digunakan merupakan sistem linier orde dua yang
sederhana dan belum mencerminkan kompleksitas sistem industri yang bersifat multivariabel,
nonlinier, ataupun adaptif. Kedua, Pendekatan Padé yang digunakan dibatasi pada orde
pertama. Meskipun cukup akurat untuk nilai delay kecil hingga sedang, pendekatan Padé orde
rendah dapat kehilangan ketepatan pada sistem dengan delay besar atau sistem dengan
sensitivitas frekuensi tinggi. Ketiga, simulasi berbasis MATLAB tidak mempertimbangkan
faktor lain, misalnya pengaruh noise atau gangguan eksternal lainnya yang sering kali dihadapi
dalam implementasi di dunia nyata.

Oleh karena itu, penelitian selanjutnya disarankan untuk mengkaji penggunaan
pendekatan Padé dengan menggunakan orde lebih tinggi dan pendekatan numerik alternatif
seperti metode rekonstruksi pole atau transformasi bilinear. Pendekatan yang lebih
komprehensif ini akan memperkuat validitas eksternal dan meningkatkan nilai terapan dari

temuan yang diperoleh.

5. KESIMPULAN

Penelitian ini berhasil menunjukkan bahwa integrasi metode root-locus dengan
pendekatan Padé orde pertama merupakan cara yang efektif dan praktis untuk menganalisis
pengaruh time delay terhadap kestabilan sistem kendali linier. Dalam kondisi tanpa delay,
sistem orde dua yang dianalisis menunjukkan kestabilan penuh di seluruh rentang gain. Namun,

penambahan delay waktu sebesar 0.5 s, 1 s, dan 1.5 s, yang dimodelkan sebagai e™T,
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menyebabkan pergeseran pole sistem secara progresif ke arah kanan sumbu imajiner. Pada
delay yang cukup besar (lebih dari 1.5 s), sistem mengalami kecenderungan menuju
ketidakstabilan, sebagaimana ditunjukkan dalam diagram root-locus dan respon langkah yang
lebih lambat serta osilatif.

Pendekatan Padé orde pertama dapat mengubah fungsi eksponensial menjadi bentuk
rasional, tanpa menghilangkan sifat utama sistemnya, sehingga memfasilitasi analisis
kestabilan menggunakan cara klasik. Temuan ini tidak hanya memperkuat teori yang
menyatakan bahwa delay adalah faktor destabilizing dalam sistem kendali tertutup, tetapi juga
menawarkan pendekatan secara analitis yang dapat diterapkan secara luas, khususnya di
lingkungan industri dan akademik yang menggunakan perangkat simulasi seperti MATLAB.
Kontribusi Penulis: “Konseptualisasi: AM dan FA; Metodologi: AM; Perangkat Lunak: FA;
Validasi: JM, RD dan AM; Analisis formal: RD, JM; Kurasi data: AM, RD, dan JM;
Penulisan—persiapan draf asli: AM FA; Penulisan—peninjauan dan penyuntingan: AM, JM;
TA; Visualisasi: FA, RD”
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