Jurnal Riset Rumpun Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam
Volume 5, Nomor 1, April 2026
p-ISSN: 2828-9382; e-ISSN: 2828-9390, Hal. 235-250

@ ® @ DOI: https://doi.org/10.55606 /jurrimipa.v5i1.8690
Y Tersedia: https://prin.or.id/index.php/JURRIMIPA

Solusi Umum Persamaan Diferensial Biasa Linear Koefisien Konstan

dengan Menggunakan Metode Reduksi Orde

Elisabet Djunaidy

Program Studi Pendidikan Matematika, Universitas Kristen Tentena, Indonesia
Korespondensi penulis: elisabetdjunaidy@gmail.com”

Abstract.Differential equations involve derivatives of unknown functions and are widely used in mathematical
modeling of various real-world problems. They can be classified based on linearity, homogeneity, coefficients,
number of independent variables, degree, and order, thus requiring appropriate solution methods. One commonly
used approach is the reduction of order method, which simplifies equations by reducing their order step by step.
However, this method generally requires the solution of the corresponding homogeneous equation as an initial
step. This study aims to solve nonhomogeneous linear ordinary differential equations of order nwith constant
coefficients using the reduction of order method without determining the homogeneous solution. This research is
a theoretical study based on relevant references concerning solution methods and types of differential equations.
The procedure consists of two main stages: determining the fundamental symmetric polynomial variables based
on the coefficients and constructing a sequence of solutions through first-order linear differential equations
obtained from the reduction process. The results show that this method systematically produces the general
solution of linear differential equations of n-order, making it an effective and efficient alternative approach.

Keywords: Constant coefficient; Differential equation; First order;Order reduction; Symmetric polynomial.

Abstrak. Persamaan diferensial merupakan persamaan yang memuat turunan dari fungsi tak diketahui dan banyak
digunakan dalam pemodelan matematika untuk berbagai permasalahan nyata. Persamaan diferensial memiliki
beragam jenis yang diklasifikasikan berdasarkan kelinearan, kehomogenan, koefisien, jumlah variabel bebas,
derajat, dan orde, sehingga diperlukan metode penyelesaian yang sesuai. Salah satu metode yang digunakan
adalah metode reduksi orde, yaitu metode yang menyederhanakan persamaan diferensial dengan menurunkan orde
persamaan secara bertahap. Namun, metode ini umumnya memerlukan solusi dari persamaan homogen sebagai
langkah awal. Penelitian ini bertujuan untuk menyelesaikan persamaan diferensial biasa linear tak homogen orde-
n dengan koefisien konstan menggunakan metode reduksi orde tanpa melibatkan solusi persamaan homogen.
Penelitian ini merupakan kajian teoritis yang mengacu pada berbagai referensi terkait metode penyelesaian dan
jenis persamaan diferensial. Prosedur penelitian terdiri atas dua tahap utama, yaitu penentuan polinomial simetri
dasar berdasarkan koefisien persamaan serta pembentukan barisan solusi melalui persamaan diferensial linear
orde satu hasil reduksi. Hasil penelitian menunjukkan bahwa metode ini mampu menghasilkan solusi umum
persamaan diferensial linear orde-n secara sistematis, sehingga dapat menjadi alternatif yang efektif dan efisien.

Kata kunci: Koefisien konstan; Orde satu; Persamaan diferensial; Polinomial simetri;Reduksi orde.

1. LATAR BELAKANG

Persamaan diferensial adalah suatu persamaan yang memuat paling sedikit satu turunan
dari fungsi yang tidak diketahui (Purnomo, 2021). Persamaan diferensial dapat ditemukan pada
pemodelan matematika yang berperan sebagai pembuat rencana dan keputusan berdasarkan
situasi nyata. Jenis persamaan diferensial diklasifikasi berdasarkan kelinearan, kehomogenan,
koefisien, jumlah variabel bebas, derajat, dan orde. Dari banyaknya jenis persamaan diferensial
menjadikan terdapat banyak pula metode penyelesaian persamaan tersebut (Yuhanna, Efendi,
& Narwen, 2019; Boyce & DiPrima, 2017).

Metode reduksi orde adalah metode penyelesaian persamaan diferensial linear dengan
cara mengubah persamaan menjadi orde yang lebih rendah dan membentuk solusi umum

persamaan diferensial linear dengan menggunakan solusi persamaan orde yang lebih rendah
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tersebut. Secara umum, metode reduksi orde menggunakan solusi dari persamaan homogen
dalam menyelesaikan persamaan diferensial linear. Metode ini banyak digunakan dalam
penyelesaian persamaan diferensial orde dua maupun orde yang lebih tinggi karena
kemampuannya dalam menyederhanakan proses penyelesaian (Al-Taee & Fawze, 2022; Dinda
Renata Cecilia et al.2025; Lubis 2025).

Selain itu, perkembangan penelitian menunjukkan bahwa konsep reduksi orde tidak
hanya terbatas pada persamaan linear sederhana, tetapi juga dapat dikembangkan pada berbagai
bentuk persamaan diferensial yang lebih kompleks, baik secara analitik maupun numerik
(Wang et al., 2024; Laelasari et al.2025; Lubis 2025).

Pada tahun 2023, Ramadhita menyelesaikan persamaan diferensial biasa tak homogen
koefisien konstan orde dua dengan menggunakan metode reduksi orde tanpa solusi dari
persamaan homogen. Penelitian ini merupakan kajian teori yang merujuk pada referensi terkait
metode penyelesaian dan jenis persamaan diferensial. Tujuan penelitian adalah untuk
menyelesaikan persamaan diferensial linear tak homogen koefisien konstan orde-n dengan
menggunakan metode reduksi orde tanpa solusi dari persamaan homogen (Ramadhita, Noviani,
& Yudhi, 2023; Hadawang et al.2025).

2. KAJIAN TEORITIS

Dasar teori yang menunjang penelitian ini meliputi polinomial simetris dasar,
persamaan diferensial linear orde satu, dan metode reduksi orde (Nasution et al. 2025).
Polinomial Simetris Dasar

Untuk suatu k bilangan asli, 1 < k < n, polinomial simetris dasar, a,, dalam n
variabel didefinisikan sebagai [3]

(1, 1y, oy ) = 2 Ti,Tiy = Tips
1<, <ip<--<ix<n

yang berarti bahwa

al(Tl,rz,...,rn) = Z Ty, =14+,

1Si1$n

ay(r, 19, o, Ty) = Z T, T, = T2 T 173 + o+ Ty,
1<ii<iz<n

as(ry, 1y, .., 1) = z T, Ti,Tiy = 111203 + Tl + 0+ Ty oy 1Ty,
15i1<i2<i35n

dan seterusnya hingga
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(1, 1y, oy ) = E T, Tiy oo Tiy, = TiyTiy oo Ty -
1S11<lz<"'<lksn

Selain daripada itu, polinomial simetris dasar, untuk k = 0, ialah ay(ry, 13, ...,7,) = 1 dan
untuk k > n, maka a, (11,73, ..., 1) = 0.

Polinomial simetris dasar merupakan konsep penting dalam aljabar, khususnya dalam
teori persamaan polinomial yang menghubungkan akar-akar dengan koefisien polinomial
(Ramadhan & Septiarini, 2025). Konsep ini juga berkaitan erat dengan persamaan karakteristik
pada persamaan diferensial linear koefisien konstan, sehingga berperan dalam pembentukan
solusi umum (Stanley, 2012). Dengan demikian, pemahaman terhadap polinomial simetris
dasar menjadi landasan penting dalam analisis struktur solusi persamaan diferensial.
Persamaan Diferensial Biasa Linear Orde Satu

Bentuk persamaan diferensial biasa orde satu, yaitu [2]:

2 = gy @
dengan g adalah suatu fungsi yang diberikan, x sebagai variabel bebas, dan y sebagai variabel
terikat. Persamaan (2.1) dikatakan linear jika fungsi g linear pada y dan berbentuk

g(x,y) = f(x) —p(0)y. (2.2)
Pada persamaan (2.2), f dan p adalah fungsi dari variabel bebas x. Substitusi persamaan (2.2)
ke persamaan (2.1) menjadi
y' +p(x)y = f(x), (2.3)
dengan p dan f adalah fungsi kontinu. Secara umum, persamaan (2.3) ditemukan sebagai
berikut:

Q()y" + R(x)y = F(x). (2.4)
Dengan Q(x) # 0, persamaan (2.4) dibagi Q(x) menjadi persamaan (2.3). Oleh karena
p(x) = % dan f(x) = %. Jika persamaan (2.1) tidak berbentuk persamaan (2.3) maupun

persamaan (2.4), maka persamaan (2.1) tidak linear.

Persamaan linear orde satu dikatakan homogen jika suku f(x) pada persamaan (2.3)
atau F(x) pada persamaan (2.4) bernilai nol untuk seluruh x. Persamaan (2.4) homogen jika
Q(x)y" + R(x)y = 0. Sebaliknya, persamaan tersebut dikatakan tidak homogen. Solusi

persamaan (2.3) adalah
y = el 7@ dxjf(x) el P ax gy,

Persamaan diferensial linear orde satu memiliki peranan penting dalam berbagai

aplikasi seperti model pertumbuhan, peluruhan, dan sistem dinamis sederhana. Metode faktor
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integrasi merupakan teknik utama dalam penyelesaiannya karena dapat mengubah persamaan
menjadi bentuk yang lebih mudah diselesaikan (Zill, 2018). Selain itu, konsep ini menjadi dasar

dalam memahami persamaan diferensial orde lebih tinggi.

3. METODE PENELITIAN
Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode reduksi orde. Metode ini
memiliki tahapan penyelesaian yang dilakukan secara sistematis (Sinkala & Kakuli, 2022).
Tahap pertama adalah menerapkan operator D pada persamaan diferensial dan menentukan
faktor dari persamaan tersebut. Selanjutnya, dilakukan reduksi orde persamaan diferensial
secara bertahap melalui substitusi fungsi hingga diperoleh persamaan dengan orde yang lebih
rendah. Setelah itu, ditentukan solusi dari persamaan diferensial linear orde satu yang
dihasilkan, dan langkah terakhir adalah menggabungkan solusi tersebut untuk memperoleh
solusi umum persamaan diferensial semula.
Selanjutnya, misalkan persamaan diferensial biasa linear orde dua dengan koefisien
konstan (Ramadhita, Noviani, & Yudhi, 2023)
y'+ay' +ay =f(x), (3.1)

dengan a,, a, merupakan konstanta, f adalah fungsi kontinu pada interval I, x sebagai variabel
bebas, dan y = y(x).
Persamaan (3.1) menerapkan konsep turunan dengan menggunakan operator D, yaitu sebagai

D%y + a,Dy + agy = f(x)
atau

(D? + a1D + ag)y = f(x)
Dengan memfaktorkan operator diperoleh

(D +r)D+ 1)y =f(x)
Karena a; = r; + 1, dan a, = ry1,, maka r; dan r, konstan dan persamaan (3.1) dapat ditulis

menjadi
y'+ (r+ 1)y +nny = f(x). (3.2)
Hasil reduksi persamaan (3.2) diperoleh sebagai berikut:
' +ry) +n( +ry) = fF(). (3.3)
Misalkan
Yy +nry=u, (3.4)

maka persamaan (3.3) menjadi
u; + rug = f(x). (3.5)
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Persamaan (3.4) dan (3.5) merupakan persamaan linear orde satu. Solusi persamaan
(3.4) yang merupakan solusi dari persamaan linear orde dua tak homogen dengan koefisien

konstan adalah
y=e "2¥ f u, e"?*dx, (3.6)
di mana dari persamaan (3.5) diperoleh

u, = e‘rlef(x) e dx. (3.7)

Dengan demikian berdasarkan persamaan (3.6) dan (3.7), solusi dari persamaan
diferensial biasaa linear orde dua tak homogen dengan koefisien konstan dapat pula ditulis

menjadi

y = e‘rzxf e(r2—mx U fx) erlxdx] dx.

4. HASIL DAN PEMBAHASAN
Penelitian ini akan mengarah pada penerapan Metode Reduksi Orde untuk
menyelesaikan persamaan diferensial biasa linear orde n koefisien konstan dan contoh terkait
persamaan. Metode reduksi orde merupakan salah satu teknik analitik yang digunakan untuk
menyederhanakan persamaan diferensial dengan menurunkan orde secara bertahap hingga
diperoleh bentuk yang lebih mudah diselesaikan (Al-Taee & Fawze, 2022).
Solusi Persamaan Diferensial Biasa Linear Orde n Koefisien Konstan
Misalkan persamaan diferensial biasa linear orde n dengan koefisien konstan
Y® +ay®V +apy™B 4+ tan gy +any = (), (4.2)
a, a,, ..., a,_1, @, Merupakan konstanta, f adalah fungsi kontinu pada interval I, x sebagai
variabel bebas, dan y = y(x). Persamaan ini merupakan bentuk umum persamaan diferensial
linear koefisien konstan yang sering digunakan dalam berbagai model matematika dan analisis
sistem dinamis (Boyce & DiPrima, 2017).
Dengan menerapkan konsep operator D, persamaan (4.1) menjadi
D%y + a; D™y + a,D" %2y + -+ a,_1Dy + a,y = f(x)
(D™ + a; D" + a,D" % + -+ a,_1D + a,)y = f(x)
D+r)D+1ry)..(D+nr)y=f(x) (4.2)
Berdasarkan definisi polinomial simetris dasar dan persamaan (4.2), konstanta

a, ay, ..., A,_1, a, didefinisikan menjadi
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Qo =r+r+t-+n= Z T,

Ay =1y +rrs+ -+ 111 = Z 7,1,
1Sll<i2$n

A1 =M1y iyt T 1o Ty oty + o+ T3 .21

= rilriz '"rin—l

1Sl1<lz<<ln_1sn

An =NMry ... = rl-lriz ...Tin.

1<i1<ip<-+<ip<n
Dengan demikian,
a; = Z T, e Ti; V) E {1,2,..n} (4.3)
1=iy<ip<<ijsn
merupakan polinomial simetri dasar. Berdasarkan n polinomial tersebut, n variabel yang
diperoleh dapat berupa akar penyelesaian berulang, berbeda, dan imajiner.

Persamaan (4.1) dapat ditulis berdasarkan nilai dari persamaan (4.3) menjadi

y(n) + Z T, y(n—l) + oot z T, Ti, o Ti, |V = f(x). (4.4)

15[1571, 1Si1<i2<"'<insn

Hasil reduksi persamaan (4.4) diperoleh sebagai berikut:

uy + 1wy = f(x), (4.5)
dengan
(n-1) : (n-2) 4 ... 4 - : = (4.6)
y ry, |y Ty, Ty o Tiy |V = Us .
Zsilsn 2511<lz<~<lnsn

Persamaan (4.5) dan (4.6) merupakan persamaan linear orde satu dan n — 1. Solusi persamaan
(4.5) adalah

U = e‘rlxjf(x) e *dx. (4.7)
Solusi persamaan (4.6) dapat diperoleh melalui reduksi persamaan sebagai berikut:
Uy + ruU; = Uy, (4.8)
dengan
(n-2) : (n-3) 4 ... o , =
y + Z T, |y + et Z T, T, - Ti, |V = Us. (4.9)
3Si15n 3Si1<i2<"'<in5n
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Persamaan (4.8) dan (4.9) merupakan persamaan diferensial linear orde satu dann — 2. Solusi
persamaan (4.8) adalah
U, = e—rzxj uy e"?*dx. (4.10)

Dengan tahapan penyelesaian dari persamaan (4.6)-(4.9), solusi persamaan (4.9) dapat
diperoleh dengan cara mereduksi orde hingga persamaan tersebut berorde satu.

Solusi persamaan diferensial biasa linear orde n dengan koefisien konstan adalah
y = e‘rnxfun_l e dx, (4.12)
dengan

U, = e‘rlef(x) e *dx,

u, = e‘rzxful e"?*dx,

Up_1 = e‘rn—lxj Uy_p e'm=1%dx.

Selain dari (4.11), solusi dari persamaan diferensial biasa linear orde n dengan koefisien

konstan dapat ditulis dalam bentuk

y =e ¥ f e(m=Tn-1x U e(r27T)x U f(x) erlxdx] dx] .odx. (4.12)
Misalkan y = u,, dan f(x) = u,, maka solusi (4.12) dapat ditulis menjadi
y = un(un_l(... (uz(ul)) ), (4.13)

dengan vj € {1,2,...,n — 1,n},u; = e ¥ [u;_, e *dx.

Dengan demikian, solusi diperoleh dalam bentuk integral bertingkat yang bergantung
pada fungsi f(x) dan akar-akar karakteristik r;
Contoh Penggunaan Metode Reduksi Orde

Untuk memperjelas penerapan metode reduksi orde, pada bagian ini diberikan beberapa
contoh penyelesaian persamaan diferensial biasa linear dengan koefisien konstan. Setiap
langkah penyelesaian tetap disajikan secara matematis, namun disertai penjelasan untuk

memudahkan pemahaman.

Persamaan Diferensial Biasa Linear Orde Tiga Koefisien Konstan
Tentukan solusi umum dari persamaan diferensial orde tiga berikut:

y'"" —9y" +27y' — 27y = e3*sin(x). (4.14)


https://issn.brin.go.id/terbit/detail/20220322261483519

Solusi Umum Persamaan Diferensial Biasa Linear Koefisien Konstan dengan
Menggunakan Metode Reduksi Orde

Penyelesaian:
Dengan menggunakan metode reduksi orde, langkah pertama ialah penentuan nilai

1,12, dan r3 berdasarkan persamaan (4.14), yaitu sebagai berikut:

Y+ i+ )y’ 4+ (nry + mirs + 1)y’ + (mers)y = f(x). (4.15)
Sehingga
rnt+r+r=-9 (4.16)
nry, +1rry + 113 = 27 (4.17)
ity = —27 (4.18)
Substitusikan r, + r3 = —9 — ry dari persamaan (4.16) dan r,73 = — i—: dari persamaan

(4.18) ke persamaan (4.17), sehingga diperoleh
r(ry +13) + 113 = 27
27

on(-9-nrn) - P =27 (4.19)

Persamaan (1.6) dikalikan dengan —r; sehingga diperoleh
I+ +27 =27,
Srd+9rf+27r, +27 =0
o (r+3)3=0 (4.20)
Jadi, persamaan (4.20) memiliki nilai akar yang sama, r; = —3. Substitusikan nilai r;
ke persamaan (4.16) dan (4.18) diperoleh r, dan r3, yaitu —3.

Selanjutnya, langkah kedua adalah menentukan u, u,, dan us, yaitu
U = e‘rlef(x)erlx dx
= e3% f(e3x sin(x)) e 3*dx

= e3xj sin(x) dx
= e3*(—cos(x) + ¢y),

U, = e—rzxfulerzx dx
= e3x f(e3x(— cos(x) + c1))e ¥ dx

= e3xf(— cos(x) + ¢;) dx

= e3*(—sin(x) + c;x + ¢3),

uz = e " [u, e™*dx, yaitu
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= e3¥ j(e3x(— sin(x) + c1x + ¢;))e">* dx
= e3¥ j(— sin(x) + ¢yx + ¢,) dx

1
= e3* (cos(x) + Eclxz + cox + c3>.

Jadi, solusi dari persamaan (4.14) adalah y = e3* (Cos(x) + %clxz + cox + c3). Hasil

ini menunjukkan bahwa metode reduksi orde mampu menangani kasus dengan akar kembar
serta fungsi trigonometri pada ruas kanan.
Persamaan Diferensial Biasa Linear Orde Empat Koefisien Konstan
Tentukan solusi umum dari persamaan diferensial orde empat berikut:
y® —ay" = x? 4+ e*, (4.21)
Penyelesaian:
Dengan menggunakan metode reduksi orde, langkah pertama ialah penentuan nilai

1,12, 13, 1, Derdasarkan persamaan (4.21), yaitu sebagai berikut:

4

y(‘l-) + Z Til ylll + 4 z rilriz ri3Ti4 y = f(x) (4.22)

i1=1 1Sl1<12<l3<l454

Dari persamaan karakteristik diperoleh:

n+rn+r+n=0 (4.23)
Ny N AR+ nn 4y =—4 (4.24)
a3 + 111y + 1137y + 12131, = 0 (4.25)
1ty =0 (4.26)

Substitusikan r, + 3 + r, = —r; dari persamaan (4.23) ke persamaan (4.24)

rry+r+n) +nr+nn+rrn =—4%

S rrtnn trn=ri—*4 (4.27)
Substitusikan 71,737, = 0 dari persamaan (4.26) dan ryr3 + 11y + 137, = 12 — 4 dari
persamaan (4.27) ke persamaan (4.25)

ri(ryry + 11y + 131) + 1131, = 0, dengan r; #= 0

onrni—-4)=0

on(in—-2)(r +2)=0.

Diperoleh r; = —2 atau r; = 0 atau r; = 2. Karena berdasarkan persamaan (4.26) bahwa r; #
0, maka nilai r; = —2 atau r; = 2. Jika nilai r; = —2 disubsititusi ke persamaan (4.23), (4.26),

dan (4.27), persamaan-persamaan tersebut menjadi
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7‘3 + T4 = 2 - rz (428)
ryr, = 0,denganr, # 0 (4.29)
TZ(T'3 + T'4_) + 31y = 0 (430)

Dari persamaan (4.28)-(4.30) diperoleh r,(2 — r,) = 0, maka nilai r = 2. Substitusi nilai r, ke
persamaan (4.28) diperoleh

r3+ 1, =0. (4.32)
Berdasarkan persamaan (4.29) dan (4.31), nilai r; = r, = 0. Dengan demikian, r; = =2,
rn,=21r=rn=0Ataunlairn=2,nrn=-2,r3=7r=0.

Langkah kedua adalah menentukan w4, u,, us, dan u,, yaitu
U = e‘rlef(x)erlx dx
=¥ f(xz + eX) e ?*dx

= ezxf(xze‘zx +e ) dx

2
X X
— ,—2X X 2X 2Xx
=e —— —————¢e* 4+ e e“*dx
x? X
:e—fo _ er__QZx__QZx e3x+ce4x dx
2 2
2
X 1 1
— 52X 2x 2x 3x 4x
=e ——e“t ——=e —e ' +—e*™ +c
( 4 3 4 2)
x2
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x 1 (o) Cy
- __ x _—p2X __ 4 ,—2x
12 3 36 + 3 e > e + C3,

x3 x 1 c; c,
=f<—ﬁ—§—§ex+§ezx—?e 2x+03>dx

x? 1 o Cy
= _E_E_gex +Eezx +Ze‘2x + c3x + ¢y

Jadi, solusi dari persamaan (4.21) adalah

=————— Sy Lo oy oy g,
48 16 3 16 4 3 4

Hasil ini memperlihatkan bahwa metode reduksi orde mampu menangani kombinasi
fungsi ruas kanan berupa polinomial dan eksponensial secara sistematis.
Persamaan Diferensial Biasa Linear Orde Lima Koefisien Konstan
Ditentukan solusi umum dari persamaan diferensial:

y®) —3y® 4 3y —3y" 4+ 2y" =0, (4.32)

Persamaan ini merupakan persamaan diferensial linear homogen orde lima dengan koefisien
konstan. Oleh karena itu, metode reduksi orde dapat diterapkan untuk menurunkan orde
persamaan secara bertahap hingga diperoleh solusi umum.
Penyelesaian:

Dengan menggunakan metode reduksi orde, langkah pertama ialah penentuan nilai

11,1, ..., Ts berdasarkan persamaan (4.32) sebagai berikut:

5

i=1 120, <ip<-+<ig<5 (4.33)
Sehingga melalui persamaan (4.32) dan (4.33) diperoleh
rntrtrt+n+rg=-3 (4.34)
Ty + T3 + 1Ty + 115 + 13 + 11y + Tols + 137 + 1375 + 1475 = 3, (4.35)

T3 + 1ty + Mt + 13ty + rsts + 11rs

F1o13Ty + 13l + 1ol rs + 1311y = =3, (4.36)
T3y + a3y + 1Tty Ty + 1rsnyTs + a1y s = 2, (4.37)
T3yt = 0. (4.38)

Persamaan (4.38) menunjukkan bahwa setidaknya salah satu akar bernilai nol, yang

menjadi indikasi bahwa solusi akan mengandung komponen konstan.
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Solusi Umum Persamaan Diferensial Biasa Linear Koefisien Konstan dengan
Menggunakan Metode Reduksi Orde
Selanjutnya dilakukan eliminasi bertahap untuk menyederhanakan sistem. Dengan
mensubstitusikan r, + 3 + 1, + 15 = —3 — r; dari persamaan (4.34) ke persamaan (4.35)
diperoleh:
rry+rs+rn 1)+ rr +nn +rrs 4 rars +nrs =3,
S 113 + 1oty + 1Ty + 137y + 13T + 1yrs = 18 + 317 + 3. (4.39)

Substitusikan persamaan (4.39) ke persamaan (4.36) menghasilkan

r(rrs + 1ry + 11 F 131y F 1315 1) F algly + TTs + Tty + 13l rs = —3,
2 —
S r(rf +3r; + 3) + ryrary + sty + s + 13ty = =3,
S 113y + ToT3Ts + 1plals + 1311y = =18 — 312 — 31 — 3. (4.40)

Substitusikan 7,131,415 = 0 dari persamaan (4.38) dan persamaan (4.40) ke persamaan
(4.37)
1 (rarsry + 1arrs + 1ty s + 131y s) + sty = 2 dengan ry # 0
or(-rf-3rt-3rn-3)=2
ort+3r+3r2+3r,+2=0
ern+Dr+2)02+1)=0
Diperolehr; = —2 ataur; = —1 ataur; = —i ataur; = i.
Proses ini menunjukkan bahwa sistem memiliki kombinasi akar real dan kompleks
yang akan menghasilkan solusi berupa fungsi eksponensial dan trigonometri.
Jika nilai ; = —2 disubsititusi ke persamaan (4.34), maka persamaan berikut diperoleh
rntn+rs=—-1-n (4.42)
Substitusi ; = —2 dan persamaan (4.41) ke persamaan (4.39)
TaTy + 1375 + 1urs = 1+ 15 + 17 (4.42)
Substitusi r; = —2 dan persamaan (4.42) ke persamaan (4.40)
s = —1—1,(1 + 1, +75) (4.43)
Berdasarkan persamaan (4.38), 3,15 = 0, dengan ry, 7, # 0, dan persamaan (4.43),
nilai r, dapat diperoleh sebagai berikut:
s+rf+r,+1=0,
(r,+ 1)@ +1)=0.
Jadi,r, = —lataur, = —iataur, = i.
Substitusi r, = —1 ke persamaan (4.41)
T+ 15 =13 (4.44)

Substitusi r, = —1 dan persamaan (4.44) ke persamaan (4.42)
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Tals =17 + 1 (4.45)
Berdasarkan persamaan (4.38), r,r5 = 0, dengan ry, 1, 13 # 0, dan persamaan (4.45),
nilai r3 dapat menjadi
ré+1=0.
Jadi, 3 = —i atau r3 = i. Apabila r; = —i, r, # 0, dan 5 = 0, maka r, = i. Dengan
demikian, salah satu solusi dari nilai ry, 1, ..., 75, ialah sebagai berikut:
rn==2,1r==-1rn=—irn=I0ry,=0.

Langkah kedua adalah menentukan w4, u,, us, u,, dan us, yaitu

U = e‘rlef(x)erlx dx

ZxJ(O) e—Zxdx
= c,e?*

u, = e—rzxfulerzx dx

= exf(clezx)e‘xdx

= exfclex dx

=e*(c,e* + cy)

= cie?* + cye”,

Uz = e‘r3xfuzer3x dx
= el j(clezx + c,e*) e ¥dx

= elX f(cle(z—i)x + Cze(l—i)x) dx

) cq .
= plx (2-Dx 4 2 p(-0x +c
€ (2 - Le 1 3)

—1

€1 C2
= _er T e* + cze*
—i

T'4Xfu er4x dx

ZX_I_

2 . .
1 -e* +c3e”‘)e”‘dx
—i

j €1 e(2+1)x+ 2 €(1+i)x+C3€2ix)dx
1—-i
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Solusi Umum Persamaan Diferensial Biasa Linear Koefisien Konstan dengan
Menggunakan Metode Reduksi Orde

— e—ix (%e(zﬂ)x + %e(lﬂ)x + %ezix + C4)

C1 C2 C3 , .
— 2x X ix —ix
=—e"+ e tme” e

5 2 2i o

Ug = e‘rsxju4ersx dx

c c c3 . .
= f (—1€2x +2eX 4 elx 4 c4e_”‘) dx

5 2 21
_& 2x 2 x_ﬁ ix_ﬁ —ix
=10°¢ + ¢ > e + cs
c c c c
= Letxp 2ox_ 3 (cos(x) + isin(x)) — e (cos(x) —isin(x)) + cs
10 2 2 i
_ b ox C2 0 (3, G (5 _ -
=70¢ +Ze (2+i)cos(x) (21 c4)sm(x)+05

= C,e?* + C,e* + C5 cos(x) + C, sin(x) + Cs,
dengan C; = %,CZ =%,(C3 = —(%+%),(C4 = —(C2—3i — c4),¢25 = cs
Jadi, solusi dari persamaan (4.32) adalah
y = C,e?* + Cye* + C5 cos(x) + C, sin(x) + Cs.

Bentuk solusi ini sesuai dengan akar-akar karakteristik yang diperoleh, yaitu r =
—2,—1,0,i, dan —i. Akar real menghasilkan fungsi eksponensial, akar nol menghasilkan
konstanta, sedangkan pasangan akar kompleks menghasilkan fungsi trigonometri.

Dengan demikian, solusi akhir merupakan kombinasi fungsi eksponensial,
trigonometri, dan konstanta, yang menunjukkan bahwa metode reduksi orde memberikan hasil

yang konsisten dengan teori umum persamaan diferensial linear orde tinggi.

5. KESIMPULAN

Dari hasil penelitian diperoleh solusi umum dari persamaan diferensial biasa linear
koefisien konstan orde n dengan menggunakan metode reduksi orde, yaitu pada persamaan
(4.13). Metode ini dapat diterapkan dengan mengikuti dua langkah penyelesaian. Langkah
pertama menentukan n variabel polinomial simetris dasar berdasarkan koefisien persamaan.
Variabel-variabel tersebut dapat berbentuk akar penyelesaian berulang, berbeda, dan imajiner.
Langkah kedua menentukan barisan n solusi persamaan diferensial linear orde satu. Solusi ke-

n merupakan solusi umum dari persamaan diferensial linear orde n koefisien konstan.
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